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Вводится понятие эргодического относительно нормального состояния действия
группы на абелеву алгебру фон Неймана и изучаются его свойства. Также рассмат-
ривается ультрапроизведение таких преобразований по A. Ocneanu.
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Введём вначале необходимые определения и предварительные результаты.
Определение 1. ( [3]) ПустьM – алгебра фон Неймана, ϕ и ψ – два нормальных
состояния наM . Состояния ϕ и ψ называются эквивалентными, если ϕ(x∗x) = 0 ⇔
ψ(x∗x)= 0, x ∈M .
Заметим, что определение эквивалентности нормальных состояний на алгебре
фон Неймана достаточно задать на проекторах (см., напр., [2]).
Пусть далее G – сепарабельная локально компактная группа, (Ω,F ,µ) – вероят-
ностное пространство.
Определение 2. ( [7]) Действием группыG на пространстве (Ω,µ) называется из-
меримое отображение T : (s,ω) ∈G×Ω→ Ts(ω) ∈Ω такое, что
1. для каждого фиксированного s ∈G отображение ω→ Ts(ω) является несингулярной
биекцией Ω;
2. Ts(Tt (ω))= Tst (ω), s, t ∈G ,ω ∈Ω;
3. Te(ω)=ω, где e – единица группы G .
Пространство (Ω,µ) называется при этом G-измеримым пространством и обо-
значается (G ,Ω,µ).
Определение 3. Говорят, что действие T группы G на пространстве (Ω,µ) ква-
зиинвариантно (или несингулярно), если для E ∈F µ(E) = 0 ⇔ µ(Ts(E)) = 0 для любо-
го s ∈ G; свободно (по отношению к µ), если для любого компактного подмножества
K ⊆ G такого, что e ∉ K и любого E ∈ F , µ(E) > 0, существует F ⊂ E , µ(F ) > 0, и
µ(F
⋂
Ts(F ))= 0 для всех s ∈G . Действие T называется эргодическим (по отношению к
µ), если условие µ(E∆Ts(E))= 0 для всех s ∈G влечёт µ(E)= 0 либо µ(Ω\ E)= 0.
C пространством (G ,Ω,µ) свяжем действие α группы G на абелевой алгебре фон
НейманаA = L∞(Ω), заданное следующим образом:
αs( f )(ω)= f (T−1s ω), s ∈G , f ∈A ,ω ∈Ω.
Определение 4. Зададим на алгебреA = L∞(Ω) нормальное состояние ϕ. Скажем,
что действиеα несингулярно по отношению к состояниюϕ, если для f ∈A ϕ( f )= 0⇔
ϕ(αs( f )) = 0 для любого s ∈G; свободно, если для любого компактного подмножества
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K ⊆G такого, что e ∉ K и любого ненулевого проектора g ∈A существует ненулевой
проектор f ∈A , f ≤ g , и ϕ( f αs( f ))= 0 для всех s ∈G . Действие α группы G на алгебре
A назовём эргодичным по отношению к состоянию ϕ, если для проектора f условие
αs( f )= f для всех s ∈G влечёт ϕ( f )= 0 либо ϕ(1− f )= 0.
Теорема 1. (Теорема дихотомии) Пусть на алгебре A = L∞(Ω) заданы два нор-
мальных состояния ϕ и ψ, при этом действие α группы G на алгебре A является эр-
годичным по отношению к этим двум состояниям. Тогда состояния ϕ и ψ либо экви-
валентны, либо сингулярны.
Рассмотрим далее ультрапроизведения G-измеримых пространств. Начнём с
ультрапризведений банаховых пространств.
Определение 5. ( [5]) Рассмотрим последовательность (Hn , ∥ · ∥)n∈N банаховых
пространств, и пустьU – нетривиальный ультрафильтр в множестве N натураль-
ных чисел. Ультрапроизведение (Hn)U естьфактор-пространство l∞(N, Hn)/NU , где
l∞(N, Hn)= {(hn),hn ∈Hn : sup
n
∥hn∥ <∞}, NU = {(hn) ∈ l∞(N, Hn) : lim
U
∥hn∥ = 0}.
Обозначим элементы пространства (Hn)U через (hn)U . Тогда соотношение
∥(hn)U ∥ = limU ∥hn∥ определяет норму на (Hn)U , и в этом случае ((Hn)U ,∥ · ∥) ста-
новится банаховым пространством.
Пусть далее (xn) —последовательность линейных ограниченных операторов, за-
данных на соответствующих банаховых пространствах Hn со свойством supn ∥xn∥ <
∞. Определим на (Hn)U оператор ультрапроизведения, полагая (xn)U [(hn)U )] =
(xn(hn))U . При таком определении оператор (xn)U является линейным и ограни-
ченным и ∥(xn)U ∥ = limU ∥xn∥.
Хорошо известно ( [5]), что классы банаховых алгебр и C∗-алгебр устойчивы от-
носительно такого ультрапроизведения. Действительно, мультипликативная и ин-
волютивная структуры ультрапроизведения задаются вполне естественно:
(xn)U · (yn)U = (xn · yn)U , ((xn)U )∗ = ((xn)∗)U .
Чтобы получить содержательную теорию ультрапроизведения алгебр фон Ней-
мана, конструкцию ультрапроизведения необходимо ещё немного подправить.
Определение 6. ( [1]) Пусть (Mn) — последовательность σ-конечных алгебр фон
Неймана, ϕn —точное нормальное состояние наMn для всех n ∈N. Положим
l∞(N,Mn)= {(xn), xn ∈Mn : supn ∥xn∥ <∞},
NU (Mn ,ϕn)= {(xn) ∈ l∞(N,Mn) : limU ϕn(x∗n xn +xn x∗n)
1
2 = 0},
MU (Mn ,ϕn)= {(xn) ∈ l∞(N,Mn) : (xn)NU (Mn ,ϕn)⊂NU (Mn ,ϕn),NU (Mn ,ϕn)(xn)⊂
NU (Mn ,ϕn)}.
Ультрапроизведением последовательности алгебр фон Неймана с точным
нормальными состояниями называется фактор-пространство (Mn ,ϕn)U =
MU (Mn ,ϕn)/NU (Mn ,ϕn).Наконец, определим состояние на (Mn ,ϕn)U :ϕU [(xn)U ]=
limU ϕn(xn).
Известно ([1]), что (Mn ,ϕn)U является алгебройфонНеймана с точнымнормаль-
ным состоянием ϕU .
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Нам будет необходимо следующее понятие, введенное автором в [4]. Рассмотрим
последовательность σ-конечных алгебр фон НейманаMn. Пусть ϕn и ψn – точные
нормальные состояния наMn , n ∈N.




n xn)→ 0 ⇔ ϕn(x∗n xn)→ 0, xn ∈Mn , (n →∞).
Теорема 2. ([4]) Пусть (Mn) – последовательность σ-конечных алгебр фон Нейма-
на, ϕn и ψn – точные нормальные состояния наMn , n ∈ N. Тогда последовательно-
сти (ϕn) и (ψn) взаимно контигуальны тогда и только тогда, если состояния (ϕn)U и
(ψn)U эквивалентны для любого нетривиального ультрафильтраU на N.
Рассмотрим ультрапроизведение последовательности абелевых алгебр фон Ней-
мана (An)n∈N с заданными на An преобразованиями αsnn , sn ∈ Gn и точными нор-
мальными состояниями ϕn. Положим αsU (( fn)U )= (α
sn
n ( fn))U .
Теорема 3. В приведённых выше предположениях преобразование αs
U
будет несин-
гулярным и действие αU будет свободным, если последовательность (sn), sn ∈Gn, вы-
бирается таким образом, чтобы для проектора fn ∈An ,ϕn( fn)→ 0⇔ϕn(αsnn ( fn))→
0, (n →∞).
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NONSINGULAR TRANSFORMATIONS ON ULTRAPRODUCTS OF VON NEUMANN ALGEBRAS
S.G. Haliullin
We introduce the concept of ergodic action with respect to a normal state of group on an abelian von
Neumann algebra and its properties are studied. Also ultraproduct of this actions is considered; here
we apply the A. Ocneanu ultraproduct.
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